TENTAMEN GROEPENTHEORIE
21 JunI 2012, 9.00-12.00 vUR

De onderstaande 7 opgaven zijn elk 5 punten waard. Daarbij krijg je 5 punten kado, zodat er in
totaal 40 punten te behalen zijn.

(Y) Deze opgave gaat over de vermenigvuldiggroepen (Z/517Z)* en (Z/80Z)*.
' (d),[2 punten]. Laat zien dat deze groepen evenveel elementen hebben.
)/ [3 punten|. Laat zien dat deze groepen niet isomorf zijn.

52) In SLy(Z) (dat is de groep van 2 x 2 matrices met gehele coéfficiénten en determinant 1)
definiéren we

, 7={(o3) * <2}

) [2 punten]. Toon aan dat H een ondergroep is van SLy(Z).
(b) [3 punten]. Bepaal de index [SLy(Z) : H] (Hint: Onder welke voorwaarde op a,b € Z
gelde (L 9 = (3 ) ).

g3§ [5 punten]. Gegeven 7 = (123)(234)(567)(789) € Sy en n = 21062013 € Z. Bereken ™.

5% Laat n > 3, en nummer de hoekpunten van een regelmatige n-hoek als 1,2,3, -+ ,n. Omdat
elk element van de groep D,, een permutatie van deze hoekpunten levert, krijgen we zo een
afbeelding D, — S,,.

Bewijs dat het beeld van deze afbeelding in A, ligt, dan en slechts dan als n = 1 mod 4.
(Hint: kijk eerst ([2 punten] ) welke permutatie er hoort bij een rotatie over 2r/n; onder
welke voorwaarde zit die permutatie in A,? Kijk vervolgens hoe het zit met een spiegeling

([3 punten]). )

(5) [5 punten] Neem een priemgetal p en een groep G bestaande uit precies p™ elementen (voor
zeker geheel getal n > 1). Laat zien dat het centrum van G uit tenminste p elementen
bestaat.

(6) Gegeven een geheel getal n > 2. We duiden met G de groep aan, bestaande uit alle bijecties:
Z/nZ — Z/nZ gegeven door een formule f(z) = az+b, waarbij a de groep (Z/nZ)* doorloopt
en b de groep Z/nZ.

Verder bestaat N C G uit de bijecties f die voldoen aan

~ f(1 mod n) — f(0 mod n) = 1 mod n.

Qaf)‘ (2 punten].Toon aan dat N een normaaldeler in G is.
(b) [3 punten]. Toon aan dat G/N = (Z/nZ)*.

(7) Gegeven is de ondergroep
H:=17-(2,5,5) + Z(6,6,6) C Z°.

)
(a) [3 punten]. Wat is de orde van (1,0,0) + H € Z3/H?
(b) [2 punten]. Wat is de orde van (0,0,1) + H € Z3/H?
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